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Pidin syventävässä opetusharjoittelussa matematiikan harjoitustuntini yhdelle 
harjoittelukoulun 7. luokan ryhmälle. Opetin heille neljä peräkkäistä tuntia 
aiheenani kirjainlaskenta. Tällä tarkoitetaan kirjainten mukaantuloa 
matematiikkaan siirryttäessä aritmetiikasta algebran alkeisiin. Tein kyseiselle 
luokalle yhdessä ohjaavan opettajani kanssa kurssikokeen ja koevastauksia 
tarkastaessa mielenkiintoni aiheen hankaluuteen heräsi ja pro gradu -
tutkielmani aihe alkoi hahmottumaan.  
 
Siirtyminen aritmeettisesta ajattelusta algebralliseen ajatteluun on yksi 
suurimmista muutoskohdista matematiikan opinnoissa. Opetussuunnitelman 
perusteissa (2004) algebra esiintyy matematiikan osa-alueena ensimmäisestä 
luokasta lähtien, kuitenkin Suomessa varsinaisen algebran opiskelu alkaa vasta 
yläkoulussa. Harvoin tässä vaiheessa kuitenkaan puhutaan algebrasta, vaan 
pikemminkin kirjainlaskennasta, algebran alkeista tai esialgebrasta, joilla 
tarkoitetaan siirtymävaihetta aritmetiikasta algebraan. 
 
Useissa tutkimuksissa on todettu algebran olevan oppilaille hankala aihe ja 
algebran oppimiseen liittyviä tutkimuksia on tehty runsaasti. Erityisesti 
aritmetiikan ja algebran siirtymävaiheesta on julkaistu paljon tutkimuksia 
esimerkiksi Näveri (2009) ja Heikkinen (2014). Abstraktimman algebrallisen 
ajattelun maailmaan siirryttäessä oppilailla on edessään monia uusia haasteita. 
Tämän tutkimuksen kannalta oleellisin niistä on kirjainmuuttujan käsite ja sen 
käyttö. 
 
Tässä tutkimuksessa selvitetään kahdeksasluokkalaisten oppilaiden yleisimpiä 
virheajatuksia siirryttäessä aritmetiikasta algebraan. Tutkimusaineisto kerättiin 
yhden pääkaupunkiseudun koulun kahdeksannen luokan oppilailta syystalvella 
2015-2016 ja aineistona käytettiin 77 oppilaan kurssikokeita. Aineistoa 
analysoitiin keväällä 2016.  
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2. Teoreettinen tausta 
 
Tässä luvussa esitellään tähän tutkimukseen olennaisesti liittyvät käsitteet ja 
niihin liittyvää teoriaa. Oleellista tutkimuksen kannalta ovat aritmetiikka, algebra 




Aritmetiikasta puhuttaessa tarkoitetaan matematiikan osa-aluetta, jossa 
operoidaan vain tunnetuilla luvuilla ja laskutoimituksissa yleensä päädytään 
yksikäsitteiseen numeeriseen ratkaisuun (Malisani & Spagnolo, 2009). 
Aritmetiikan osaamisen perustaitoja ovat lukujen käyttäminen määrän 
ilmaisemiseen ja vertailuun, osa-kokonaisuussuhteiden ymmärtäminen, taito 
muodostaa ja erottaa samansuuruisia joukkoja, yhteen- ja vähennyslaskun 
hallinta sekä paikka-arvon käsittäminen (Baroody, 2004). Tässä tutkielmassa 
aritmetiikalla tarkoitetaan lähinnä alakoulussa käsiteltävää matematiikkaa, jossa 




Algebra on aritmetiikkaa abstraktimpaa matematiikkaa, jolle ei ole yksiselitteistä 
määrittelyä johtuen sen laajoista käyttömahdollisuuksista. Wheelerin (1996) 
määritelmän mukaan algebra on symbolinen systeemi ja sen symboleiden 
käytön takia tunnistamme ja erotamme algebran muista matematiikan 
päähaaroista, kuten analyysistä tai geometriasta. Algebra on lisäksi 
laskemistapa ja edustuksellinen järjestelmä, jonka avulla voidaan löytää 
ratkaisu numeerisiin ongelmiin ja matematisoida tilanteita sekä kokemuksia 
(Wheeler, 1996). Malisanin ja Spagnolon (2009) mukaan algebra on enemmän 
kuin operointia, jopa tapa ajatella. Koulumaailmassa algebralla tarkoitetaan 
tavallisesti tuntemattomien lukujen mukaantuloa laskutoimituksiin, kuitenkin niin, 
että operoiminen tapahtuu melko alkeellisella tasolla. Algebran osaamisen tulisi 
edetä käsitteiden ymmärtämisestä kirjaimia sisältävien laskutoimitusten 
hallintaan, ja tästä edelleen algebran soveltaviin taitoihin (Taipale, 2010). 
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Algebran käsite on hyvin laaja, joten yläkoulun ja lukion matematiikan 




Tämän tutkielman osalta algebraa olennaisempaa on niin sanottu esi- tai 
alkeisalgebra. Tällä tarkoitetaan yksinkertaisempaa algebrallista operointia, 
jossa perusjoukkona on reaali- tai rationaalilukujen joukko ja lukujen ohella siinä 
käytetään tuntemattomia lukuja ja muuttujia, joita yleensä merkitään kirjaimilla. 
Esialgebran tehtäviä on mahdollista ratkaista aritmeettisin keinoin, vaikka niissä 
esiintyy kirjainmuuttujia (Hihnala, 2005). Yläkoulussa puhuttaessa esi- tai 
alkeisalgebrasta havainnollisemmin käytetään usein nimitystä kirjainlaskenta. 
 
2.3. Ongelmallinen algebra 
 
Siirtyminen aritmeettisesta ajattelusta algebralliseen ajatteluun on yksi 
suurimmista muutoskohdista matematiikan opinnoissa. Stacey ja MacGregor 
(1997) havaitsivat tutkimuksessaan monia virheitä oppilaiden algebrallisessa 
ajattelussa. Samaan virheiden paljouteen oppilaiden operoidessa algebrallisia 
lausekkeita on kiinnittänyt huomiota myös Hassinen (2006). Ongelmallinen 
algebra on saanut monet tutkijat pohtimaan sen syitä ja tästä siirtymävaiheen 
ongelmallisuudesta on tehty useita tutkimuksia. Muotka (2012) toi pro gradu -
tutkielmassaan esille, kuinka numeroista kirjaimiin siirtyminen koetaan 
yläkoulussa hyvin vaikeaksi. Myös Hihnala (2005) on todennut algebran 
vaativan oppilailta enemmän abstraktin ajattelun taitoja, kuin pelkillä tunnetuilla 
luvuilla operoiminen.  
 
Aritmetiikan opeista voi tulla ongelmallisia algebralliseen ajatteluun siirryttäessä. 
Esimerkiksi monien tehtävien ratkaisuna ei ole enää aritmetiikasta tuttu 
yksikäsitteinen lukuarvo, mitä oppilaiden on vaikea hyväksyä (Kieran, 1992). 
Hassinen (2006) toteaa, että tämä saattaa johtua oppilaiden tarpeesta suorittaa 
laskutehtävä loppuun, kuten aritmetiikan puolella on totuttu. Algebrassa oppilaat 
eivät välttämättä hyväksy lopulliseksi vastaukseksi esimerkiksi 3 + 4x, vaan 
saattavat jatkaa tehtävää ”lasketaan vasemmalta oikealle” -periaatteen 
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mukaisesti. Tällöin aloitetaan osasta 3 + 4, jonka luonnollinen vastaus on 7 ja 
jatketaan lisäämällä luvun perään kirjain x, jota ei täysin ymmärretä. Tehtävän 
vastaukseksi annetaan tällöin 7x. (Tall, 2013.) 
 
Opettajien työllä on vahva merkitys algebran ja yleisesti matematiikan 
oppimisessa ja omaksumisessa. Hihnala (2005) toteaa tutkijana ja opettajana 
algebran olevan arjesta etäistä symbolilaskentaa, jonka opetuksen rajaaminen 
itsenäiseksi osa-alueeksi tietylle luokka-asteelle vaikeuttaisi siirtymistä 
aritmetiikasta algebraan. Hihnala (2005) esittää myös kritiikkiä oppikirjoja 
kohtaan näiden liian vähäisestä huomiosta muun muassa kirjainten käsittelyä 
kohtaan.  Hihnalan (2005) mukaan algebra tulisi nähdä aritmetiikan 
yleistyksenä, jolloin voitaisiin välttää oppilaiden ajatus turhien asioiden 
opettamisesta.  
 
Jokainen opettaja tai tuleva sellainen on varmasti joskus kuullut tämän 
kysymyksen oppilaan suusta: Mihin tätä tarvitaan? Myös oppilaat tarvitsevat 
perusteluja oman työnsä suorittamiseen, erityisesti abstraktimman algebran 
yhteydessä. Myös tämän tutkimuksen yhteydessä käytettyjen oppikirjojen 
tavoitteita voidaan pitää puutteellisina oppilaiden näkökulmasta, sillä tavoitteina 
esiintyvät usein luettelomaisesti erilaisten matemaattisten taitojen oppiminen ja 
syventäminen. Luvussa 3.2 on tästä hyvä esimerkki – missään ei ole esitetty 
vastausta siihen, mihin kyseessä olevaa matematiikan taitoa tarvitaan, vaan 
perusteleminen jätetään usein opettajan hartioille.  
 
Muun muassa Hassinen (2006) on todennut, että opiskelun pyrkimys ja tietojen 
käyttäminen on oppilaille epäselvää, sillä opiskeltavien aiheiden tarpeellisuutta 
perustellaan lähinnä seuraavan aiheen opiskelun mahdollistamiseksi. Saman 
algebran käytön merkityksettömyyden oppilaiden näkökulmasta ovat todenneet 
myös Muotka (2012), sekä Friedlander ja Hershkowitz (1997). Algebran 
merkityksettömyyttä ja haasteellisuutta saattaa lisätä myös sen opetuksen 
ajankohta, sillä algebran alkeiden opetus ajoittuu usein alakoulun ja yläkoulun 
vaihteeseen tai kokonaan yläkoulun puolelle. Tällöin opettajat kamppailevat 
matemaattisen kasvun kehityksen lisäksi myös toisenlaisten kasvamisen 
aiheuttamien ongelmien kanssa. Asiantuntevilta tutkijoilta ja opettajilta tämä ei 
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jää huomiotta ja myös Hihanala (2005) on tutkimuksessaan todennut, että niin 
opetusryhmän ilmapiirillä, kuin yksittäisen oppilaan motivaatiolla on merkitystä 
matematiikan opiskelulle ja oppimiselle. 
 
Hieman erilaisen näkökulman ongelmalliseen algebraan tuo Heikkinen (2014), 
joka ehdottaa huomion kiinnittämistä nimenomaan opetusmenetelmiin ennen 
varsinaista algebran opetusta, jotta siirtymä aritmetiikasta algebraan helpottuisi. 
Tätä tukee myös Taipale (2010), joka on todennut aritmetiikan osaamisen 
olevan perusta algebran taitojen kehittymiselle. Aritmetiikka on laaja ja 
ensimmäinen matematiikan osa-alue, johon oppilaat johdatetaan. Näin ollen 
sen merkitys algebran oppimisessa on valtava. (Näveri, 2009.) Algebrallista 
ajattelua tarkasteltiin Hihnalan (2005) tutkimuksessa matematiikan prosessien 
näkökulmasta, jossa verrattiin algebran osaamista muiden matematiikan osa-
alueiden hallitsemiseen. Tutkimuksen tulokset viittaisivat algebran heikon 
osaamisen olevan yhteydessä ennemminkin laskutekniikkaan ja sanallisen 
lauseen tulkintaan, kuin arjen päättelytaitoihin (Hihnala, 2005). Toisin sanoen 
puutteet laskutekniikassa ja -rutiineissa, sekä sanallisten tehtävien 
ymmärtämättömyys saattavat aiheuttaa ongelmia algebraan edettäessä. Näiden 
taitojen oppiminen alkaa jo alakoulussa, joten voisikin kysyä, piileekö algebran 
ongelmallisuus sittenkään itse algebrassa. 
 
2.3.1. Muuttuja ja sen tulkinta 
 
Olennaisena osana algebrallisen ajattelun oppimisessa käytetään kirjaimia 
lausekkeissa yhdessä lukujen kanssa. Oppikirjoissa muuttujasta puhuttaessa 
tarkoitetaan yleensä kirjainsymbolia, joka voi saada eri arvoja (Laskutaito 8, 
2006). Hassisen (2006) mukaan tämä määritelmä on kuitenkin väljä. Eräs 
Mujeen (2011) pro gradu -tutkimukseen osallistunut oppilas totesi kirjaimen 
edustavan vaihtelevia numeroita. Kirjaimet mahdollistavat abstraktimman 
ajattelun ja erottavat algebran aritmetiikasta, mutta oppilaille tuntemattomien 
lukujen kanssa operoiminen ei ole ongelmatonta (Stacey ja MacGregor, 1997). 
 
Muuttujia sisältäviä esialgebran tehtäviä on mahdollista ratkaista ymmärtämättä 
täysin muuttujan merkitystä. Koulualgebrassa esiintyy kuitenkin merkittävä 
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ongelmakohta juuri muuttujalle annettavan merkityksen kanssa, koska 
muuttujan käsite ei ole yksiselitteinen ja esimerkiksi eri symboleja voidaan 
käyttää samassa merkityksessä. (Malisani ja Spagnolo, 2009.) Aikaisemmat 
kokemukset vaikuttavat oppilaiden tulkintoihin symboleista, jolloin ne eivät 
edusta sitä merkitystä, mikä niillä on algebrassa. Esimerkiksi oppilaille 
kirjainyhdistelmä cm tarkoittaa senttimetriä ja merkintä s.6 tarkoittaa sivua 6. 
(Stacey ja MacGregor, 1997.) Myös Kieran (1992) on todennut, että oppilailla 
on vaikeuksia käsittää, millaisiin eri tarkoituksiin kirjaimia käytetään.  
 
Hassinen (2006) on IDEAA-mallissaan1 perustellut algebran mahdollisuuksia ja 
hyödyllisyyttä juuri kirjainsymbolien käytöllä. Hänen mukaansa algebra 
mahdollistaa uudenlaisen ongelmanratkaisustrategian juuri kirjainsymbolien 
avulla. Niistä on apua myös sääntöjen ja säännönmukaisuuksien 
kuvaamisessa, jolloin symboleja sisältävistä lauseista on mahdollista ”nähdä” 
matematiikkaa. Perimmäinen mahdollisuus, jonka kirjainsymbolien käyttö 
mahdollistaa, on suureiden tai lukujen vertailu ja laskutoimitukset, vaikka niiden 
arvoa ei tiedetä. (Hassinen, 2006.) 
 
Kirjaimien tulkintatavat algebran opetuksessa vaihtelevat ja Küchemann (1981) 
on jaotellut oppilaiden tapoja tulkita muuttujien merkityksiä lausekkeissa. Hän 
luokittelee symbolien tulkinnat hierarkkisesti kuuteen ryhmään, joista 
ensimmäinen kuvaa alkeellisempaa ymmärryksen tasoa ja viimeinen 
syvällisempää käsitystä muuttujasta. Ensimmäisellä tasolla kirjain hahmotetaan 
niin, että sille annetaan numeroarvo (Küchemann, 1981). Kirjaimen merkitystä 
oppilailta kysyttäessä he saattavat vastata sen tarkoittavan tehtävän vastausta 
(Kieran, 1991). Toisella tasolla kirjain menettää merkityksensä, jolloin se 
jätetään käyttämättä ja hylätään tehtävästä kokonaan. Kolmannella tasolla 
kirjain ymmärretään konkreettisena objektina tai sellaisen lyhenteenä. 
(Küchemann, 1981.) Tällöin esimerkiksi Hassisen (2006) opetuskokeilussa 5 
laatikollista helmiä ja 4 helmeä saatettiin merkata 5L + 4H, jossa kirjaimet 
edustavat yksiköitä tai sanojen lyhenteitä, ja 2a + 5a miellettiin kahdeksi 
omenaksi, joihin lisätään viisi omenaa. 
                                            
1 IDEAA-malli on idealähtöinen koulualgebran opetusmalli, jossa algebrasta pyritään tekemään 
oppilaille luonnollista ja käyttökelpoista (Hassinen, 2006). 
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Erityisesti tästä kolmannen tason tulkitsemistavasta, niin sanotusta 
”hedelmäsalaattivertauksesta”, varoitetaan muun muassa Tallin (2013) 
toimesta, koska se saattaa rajoittaa oppilaan ymmärrystä kirjaimen 
merkityksestä ja tehdä algebrasta ongelmallisen. Tällöin kirjainlausekkeessa 
esimerkiksi kirjain a miellettäisiin objektiksi, kuten appelsiineiksi, ei appelsiinien 
lukumääräksi. Mahdollinen muuttujatulkinta ei kuitenkaan edellytä konkretiasta 
luopumista opetuksessa, sillä esimerkiksi yhtälössä 5b + 6r = 90 voidaan 
kirjainsymbolit esittää hyvin konkreettisella tehtävänannolla: 5 sinisessä 
pussissa ja 6 punaisessa pussissa on yhteensä 90 esinettä, ja esineitä sinisissä 
pusseissa on kussakin b kappaletta ja punaisissa pusseissa r kappaletta. 
(Hassinen, 2006.) 
 
Luokituksen neljännellä tasolla kirjainsymboli käsitetään jonakin yhtenä 
tuntemattomana lukuna, jolla kyetään operoimaan ja jonka esiintyminen 
lopullisessa vastauksessa pystytään hyväksymään. Kuitenkaan tällä tasolla ei 
ymmärretä, että muuttuja voi saada useampia eri arvoja. (Küchemann, 1981.) 
Kieran (1991) on todennut, että koulualgebrassa algebran alkeiden 
opetuksessa kirjain edustaa useammin vain yhtä tuntematonta lukua, jolloin 
käsitys muuttujasta yleisemmin ei kehity syvällisemmälle tasolle ja kirjaimien 
kanssa operoiminen tuottaa ongelmia.  
 
Viidennellä tasolla kirjain ymmärretään yleisenä lukuna, joka voi edustaa 
useampaa eri arvoa. Oppilaan käsitystä voidaan selvittää esimerkiksi 
tehtävässä, jossa tiedustellaan d:n ominaisuuksia, kun c + d < 10 ja c < d. 
(Küchemann, 1981.) Viimeisellä syvällisemmän ymmärryksen tasolla kirjain 
käsitetään muuttujaksi ja siihen liitetään säännöllisyyttä (Küchemann, 1981). 
Kuitenkin tällä tasolla edellytetään ymmärrystä riippuvuudesta, eli tulkinnat 




Tämän tutkimuksen aineistona käytettiin useampaa kymmentä kurssikoetta, 
joissa ilmeni yksi erityinen ja huomionarvoinen ongelmakohta, negatiivisuus. 
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Tutkimuksen tulokset on esitetty tarkemmin luvussa 6, mutta ongelman 
yleisyyden vuoksi aihepiiri ansaitsee tarkempaa teoreettista tarkastelua.  
 
Opetussuunnitelman perusteiden (2004) mukaan negatiivisen kokonaisluvun 
käsitteeseen tutustutaan jo vuosiluokilla 3-5, jonka jälkeen niillä opitaan 
suorittamaan myös laskutoimituksia. Huolimatta aikaisesta negatiivisen 
kokonaisluvun käsitteen oppimisesta muun muassa Hihnala (2005) on todennut 
miinusmerkin vaikeuttavan oppilaiden suoriutumista tehtävistä. Myös Näveri 
(2009) on tutkimuksessaan havainnut puutteita oppilaiden taidoissa ymmärtää 
negatiivisen luvun käsite ja suorittaa niillä peruslaskutoimituksia. Tämä kertoo 
mahdollisista syntyneistä virhekäsityksistä jo alakoulun matematiikan opintojen 
puolella. Tall (2013) pohtii matemaattisen ajattelun kehittymistä ja tarkastelee 
vähennyslaskennan opetusta ja sen problematiikkaa. Alakoulussa 
vähennyslaskun opetteleminen aloitetaan lähes poikkeuksetta vähentämällä 
aina suuremmasta luvusta pienempi. Samoin vähennyslaskussa totutaan 
saamaan vastaukseksi usein pienempi luku, kuin alkuperäinen vähennyksen 
kohteena ollut luku. Nämä saattavat jäädä pysyviksi matemaattisiksi malleiksi 
lapsen mieleen. (Tall, 2013.) 
 
Vähennyslaskusta siirtyminen negatiivisiin lukuihin ei myöskään ole oppilaille 
helpoimmin ymmärrettäviä aritmetiikan oppien kohteita. Tall (2013) toteaa 
negatiivisen luvun käsitteen olevan ongelmallinen, jos ja kun luvuilla on totuttu 
laskemaan kuten objekteilla. On helppoa ajatella 3 omenaa tai 4 omenaa, mutta 
-3 omenaa luo ongelman objekteilla laskemiseen (Tall, 2013). Jos tällaiset 
puutteet esiintyvät jo tunnetuilla rationaali- ja reaaliluvuilla laskettaessa, niin 
ongelma saattaa pahentua siirryttäessä algebraan, jossa kirjaimet tuovat vielä 
suuremman haasteen. Aritmetiikasta algebraan edetessä negatiivisilla luvuilla 
operoiminen onkin yksi suurimmista ongelmakohdista matematiikan 
osaamisessa (Hihnala, 2005). Tutkimuksessaan McGowen (1998) kirjoitti 
taululle miinusmerkin ja kysyi oppilailta, mitä heille tulee tästä mieleen. 
Ensimmäisenä oppilaat vastasivat vähennyslaskun, sitten negatiivisen luvun 
käsitteen, mutta vastaukseksi ei kertaakaan annettu vastalukua (McGowen, 
1998). Miinusmerkin erilaisten tarkoitusten käsittäminen tuottaa oppilaille 
vaikeuksia, sillä he eivät välttämättä erota toisistaan vastaluvun miinusmerkkiä, 
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negatiivisen luvun miinusmerkkiä tai vähennyslaskun miinusmerkkiä (Hihnala, 
2005). 
 
Aritmetiikan puolelta periytyvä ajatus miinusmerkin yhdistämisestä negatiiviseen 
määrään saattaa tulla ongelmalliseksi algebraan siirryttäessä. Tästä 
esimerkkinä on ajatus siitä, että -x olisi aina jotain negatiivista, vaikka x:lle 
annettaisiin negatiivinen arvo. Miinusmerkki saattaa yhdistyä vähennyslaskun 
kautta tuloksen suuruuden arviointiin, jos oppilaalla on käsitys tuloksen 
kasvamisesta yhteenlaskussa ja tuloksen pienenemisestä vähennyslaskussa. 
Esimerkiksi kirjainten välisiä operaatioita tutkittaessa tilanteessa, jossa oli 
annettu kuva janasta, johon oli merkitty nolla ja sen vasemmalle eli 
negatiiviselle puolelle oli merkitty y ja oikealle eli positiiviselle puolelle x, noin 
kolmannes oppilaista vastasi, että x – y ja y – x ovat yhtä suuria. Oppilaat 
perustelivat tätä toteamalla, että lukujen välinen ero on sama riippumatta 
lukujen paikoista. Useampi, kuin kaksi kolmasosaa oppilaista ajatteli, että x + y 
on suurempi, kuin x – y, jolloin tuloksen ajateltiin olevan aina suurempi yhteen 
laskettaessa. Osa oppilaista vastasi, että x – y = x + y ja perusteli tätä sillä, että 
negatiivisen luvun pois ottaminen on sama asia, kuin positiivisen luvun 
lisääminen. (Tall, 2013.) 
 
Useassa algebraa tutkivassa työssä mainitaan negatiivisten lukujen aiheuttavan 
hankaluuksia, mutta usein tämä vain mainitaan ja tarkempi tarkastelu 
sivuutetaan. Ongelma siis tiedostetaan, mutta se ikään kuin sivuutetaan. 
Peruslaskutoimitusten kanssa operoiminen tulisi olla vahvalla pohjalla ennen 
algebran opintoja, koska itse algebran alkeet tuovat opintoihin omat 
hankaluutensa, ja puutteet negatiivisilla luvuilla laskettaessa saattavat 
vaikeuttaa merkittävästi algebran oppimista. Tämän tulisi tapahtua jo alakoulun 
puolella, eikä yläkoulun opettajien toimesta. Myös Opetussuunnitelman 
perusteissa (2004) viidennen luokan matematiikan hyvästä osaamisesta 
todetaan, että oppilas ymmärtää negatiivisen luvun käsitteen, osaa esittää 




3. Algebran opetus 
 
Usein algebran opetuksessa edetään kirjaimen mukaan tulemisesta 
lausekkeisiin ja edelleen yhtälöihin. Tätä järjestystä tukee niin Perusopetuksen 
opetussuunnitelman perusteet (2004), kuten myös useiden oppikirjojen 
aihealueiden etenemisjärjestys. Tässä luvussa esitetään tutkimuksen kannalta 
merkittävimmät osat Opetussuunnitelman perusteista (2004), sekä 
tutkimukseen olennaisimmin liittyneet oppikirjat, jonka jälkeen algebran 
opetusta tarkastellaan laajemmin.  
 
3.1. Opetussuunnitelman perusteet 2004 
 
Algebra esiintyy perusopetuksen opetussuunnitelman perusteissa (2004) 
matematiikan osa-alueena ensimmäisestä luokasta lähtien. Ensimmäisten 
kahden vuoden aikana algebran opetuksen keskeisen sisällön mukaan oppilaan 
tulisi nähdä säännönmukaisuuksia, suhteita ja riippuvuuksia kuvista ja 
ymmärtää yksinkertaisia lukujonoja. Kolmannesta viidenteen luokkaan tulisi 
syventää aikaisemmin opittua, sekä osata yhtälöiden ja epäyhtälöiden 
ratkaisemista päättelemällä. Lisäksi lausekkeen käsite esiintyy algebran 
sisällöissä edellä mainituilla luokilla.  Pääosin algebran sisällöt on kuitenkin 
keskitetty vasta luokille 6-9, jolloin käsitellään lausekkeen sieventämistä, 





Opetussuunnitelman perusteissa luokka-asteilla kuudennesta yhdeksänteen 
algebran osalta päättöarvioinnin kriteerit arvosanalle 8 ovat, että oppilas osaisi 
seuraavat taidot: 
 
 ratkaista ensimmäisen asteen yhtälön  
 sieventää yksinkertaisia algebrallisia lausekkeita 
 potenssien laskutoimitukset 
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 muodostaa yksinkertaisesta arkielämään liittyvästä ongelmasta yhtälön 
ja ratkaista sen algebrallisesti tai päättelemällä  
 käyttää yhtälöparia yksinkertaisten ongelmien ratkaisemiseen 
 arvioida tuloksen järkevyyttä sekä tarkastaa ratkaisunsa eri vaiheet. 




Tutkimukseen osallistuneet ryhmät käyttivät kurssimateriaaleinaan seuraavia 
kolmea oppikirjaa, joista Laskutaito 8 oli käytössä kahdella ryhmällä. 
Seuraavissa kappaleissa esitellään tiivistetysti oppikirjojen tavoitteet algebran 
taitojen osalta, sekä aihealueesta toiseen eteneminen. 
 
3.2.1. Laskutaito 8 
 
Laskutaito-sarjan oppikirjan algebraosiossa tutustutetaan oppilaat polynomin 
käsitteeseen ja kehitetään taitoja ratkaista ensimmäisen asteen yhtälöitä. Kirja 
asettaa tavoitteeksi oppia polynomien laskutoimituksia, sekä ratkaisemaan 
yksinkertaisia toisen asteen yhtälöitä ja verrantoja. Laskutaito-kirjassa 
määritellään muuttuja kirjaimeksi, joka tarkoittaa muuttuvaa lukuarvoa, ja 
muuttujalauseke laskutoimitukseksi, joka sisältää muuttujia. Monomi 
määritellään tuloksi, jossa muuttujan potenssi on kerrottu luvulla, ja polynomi 
määritellään monomin tai monomien summaksi. Laskutaidossa algebraosio 
alkaa muuttujan ja muuttujalausekkeen käsitteistä ja etenee monomeista 
polynomeihin. 
 
3.2.2. Matematiikan maailma, polynomeja ja yhtälöitä 
 
Tämän oppikirjan tavoitteina on, että oppilas oppii muodostamaan ja 
sieventämään kirjainlausekkeita, sekä suorittamaan laskutoimituksia 
polynomeilla. Kirjassa muuttujaa ei mainita, mutta monomi määritellään 
lausekkeeksi, joka on luku, kirjain tai kirjaimien tulo tai luvun ja kirjaimien tulo. 
Polynomi määritellään monomien summalausekkeeksi, mutta myös pelkät 
monomit ovat polynomeja. Matematiikan maailma -kirjassa tutustutaan 
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kirjaimen käyttöön ensin piirimallien ja seuraavana pinta-alamallien avulla. 
Vasta näiden jälkeen siirrytään monomeista lausekkeisiin, ja näistä edelleen 
polynomeihin. 
 
3.2.3. Säde 2 
 
Säde-sarjan kirjassa tavoitteena on syventää kirjainlausekkeilla laskemisen 
taitoja. Myöskään tässä oppikirjassa muuttujaa ei mainita, mutta termeistä 
muodostuviin lausekkeisiin tutustutaan määrittelemällä ensin sana termi, joka 
voi olla luku, kirjain, tai luvun ja yhden tai useamman kirjaimen tulo. Tämän 
jälkeen kirjassa on kerrottu, että termit, joilla on samat kirjainosat, voidaan 
yhdistää yhteen- ja vähennyslaskussa. Tässä kirjassa monomi määritellään 
yksin esiintyväksi termiksi ja polynomi termeistä muodostetuksi 
summalausekkeeksi. Säde 2 -oppikirjassa ei puhuta algebrasta, vaan 
kirjainlaskennasta. Säde-kirjasarjassa kirjainlaskennanosio alkaa tutustumisella 
potenssilausekkeita kirjaimilla -kappaleeseen. Samoin kuin Matematiikan 
maailmassa, myös Säde 2 -kirjassa kirjaimiin tutustutaan pinta-alamallien 
avulla, joista siirrytään tilavuusmalleihin ja edelleen potenssien laskusääntöihin. 





Suomessa opettajankoulutuksen kehutaan olevan erinomaisella tasolla, mutta 
koulutuksessa ei kuitenkaan kyetä opettamaan opettajille kaikkea ammattiin 
valmistavaa perinpohjaisesti. Matematiikan hankaluudesta puhutaan paljon, 
mutta itse opettajan työhön liittyvistä vaikeuksista ei niinkään. Kun 
opettajakokelas laitetaan teoriaopintojen jälkeen ensimmäisen kerran 
luokkahuoneeseen valmiin tuntisuunnitelman kanssa aiheenaan kirjainlaskenta, 
hän tiedostaa todennäköisesti monta ongelmakohtaa varsin nopeasti. 
Opettajakokelas ymmärtää opetuksen hankaluuden, mutta myös ongelmat 
niissä perusteissa, joiden päälle hän yrittää rakentaa jotain uutta. Muutosta on 
tehtävä, ja opettajalle se tarkoittaa ongelmien kartoitusta, niihin syventymistä ja 
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niistä oppimista, jolloin opettaja voi parantaa sitä työtä jonka hän parhaiten 
osaa, eli opetusta. 
 
Perusta algebran opetukselle on olemassa ja se koostuu aritmetiikan opeista, 
jolloin algebran opit rakentuvat aritmetiikasta opitun tiedon päälle. Nämä opitut 
tiedot voivat olla myös hidasteena tai esteenä myöhemmälle algebran 
oppimiselle ja opetukselle. Ongelmia algebran opetuksessa saattaa ilmetä, jos 
oppilaat on aikaisemmin totutettu saamaan ratkaisuissaan vain yksikäsitteisiä 
lukuarvoja, kuten luvussa 2.3 on todettu. On työläämpää ja vaikeampaa opettaa 
oppilaita pois väärin muodostuneiden mallien käytöstä (Näveri, 2009). 
 
Opettajalle voi algebran opetuksessa tuntua loogiselta edetä kirjainten mukaan 
tulemisesta lausekkeisiin ja seuraavaksi yhtälöihin.  Monet tutkimukset, joita 
tämäkin tutkielma lainaa, kuten Hihnala (2005) ja Hassinen (2006), eivät 
kuitenkaan täysin tue tätä järjestystä. Näiden tutkimustulosten valossa voitaisiin 
todeta algebran olleen ja olevan edelleen yksi ongelmakohta matematiikan 
osaamisessa. Näin ollen ei voida sanoa perinteisten opetusmenetelmien 
tuottaneen tulosta, joten jotain kehitystä algebran opetukseen on tuotava. 
Kuitenkin Näveri (2009) toteaa, että algebran aloituksessa ei ole niinkään 
tärkeää se, mistä algebra aloitetaan, vaan se, mihin kaikkeen se liitetään. 
Tällöin algebran käyttö muun muassa ongelmanratkaisussa tulisi esille ja 
muuttujan erilaiset roolit hahmottuisivat oppilaille paremmin (Näveri, 2009). 
 
Vaihtoehtoisia ratkaisuja algebran opetukseen on jo olemassa, mutta 
muutoksen tulisi olla laajempi, jotta kehitys olisi merkittävämpi. Muun muassa 
Hihnala (2005) kertoo tutkimuksessaan toimivansa omassa opetustyössään 
hieman eri tavoin aloittaessaan algebraan siirtymisen. Hän toteaa lineaaristen 
yhtälöiden ratkaisun aritmeettisin keinoin ja sanallisten tehtävien avulla olevan 
motivoivampi tapa aloittaa kirjaimilla operointi ja vasta myöhemmin siirtyminen 
yhtälöihin, kun muut ratkaisukeinot eivät enää riitä. Tukea tämä algebran 
opetusjärjestys saa muun muassa Staceyn ja MacGregorin (1997), sekä 
Friedlanderin ja Hershkowitzin (1997) tutkimuksista. Myös Hassinen (2006) etsi 
kehittämistutkimuksessaan vaihtoehtoisia etenemistapoja koulualgebran 
opetukseen. Hän pyrki luomaan opetusmallin, jolla algebra pyrittäisiin tekemään 
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luonnolliseksi ja hyvin käyttökelpoiseksi oppilaille. Hänen tutkimuksessaan 
teorian kehittäminen, mallin kehittäminen ja käytäntö tapahtuivat 
samanaikaisesti ja vastavuoroisesti.  Hassinen (2006) ei tue perinteistä 
algebran opetuksen sarjamaisuutta, jossa edetään potensseista polynomeihin, 
ja edelleen yhtälöihin ja lopuksi vasta sovelluksiin. Hassisen mallin 
ensimmäisenä perustana on vahvistaa yhteyttä oppilaan oman epämuodollisen 
matematiikan ja ”oikean” matematiikan välillä. Tätä tukee myös Hihnalan (2005) 
toteamus, että oppilaita saa kannustaa käyttämään heidän omia 
ratkaisumenetelmiään. Toiseksi perusperiaatteeksi Hassinen (2006) listaa 
algebran sisältöjen jäsentämisen muutaman keskeisen ajatuksen varaan, jotka 
lähtisivät algebran tarpeellisuudesta eri käyttötilanteissa. 
 
Matematiikan opetuksessa tulisi painottaa käytännönläheisyyttä ja konkreettisia 
esimerkkejä. Tämä on usein sitä vaikeampaa, mitä pidemmälle matematiikassa 
edetään, ja tuottaa opetukseen haasteita. Hassinen (2006) esittää mallissaan 
muutamia keinoja opettajille algebran käytännöllistämiseksi. Hän ehdottaa 
algebran sisältöjen kytkemistä oppilaan aikaisempiin tietoihin ja omaan 
ajatteluun, konkreettista puhetapaa ja mahdollisimman tuttuja 
tehtäväkonteksteja. Hassinen pyrkii välttämään algebran opetusta valmiina 
sääntöinä ja antamaan tilaa oppilaiden ajatuksille, pohdinnoille ja keskusteluille.  
Hassisen (2006) IDEAA-mallin opetuskokeilussa (esimerkki 10) hän ehdottaa 
kirjainlaskennan aloittamista merkitsemällä tuntematonta lukua jollain 
symbolilla, jonka oppilas saa itse valita. Tähän tuntemattomaan lukuun 
ryhdytään kohdistamaan laskutoimituksia, kuten ”lisää lukuusi 7”, ”kerro saatu 
tulos kahdella” ja niin edelleen. Tällaisen tehtävän toimivuutta perustellaan sen 
opettamisella, että tuntemattomallekin objektille voidaan suorittaa 
laskutoimituksia. 
 
Merkitään lukua: Δ 
Lisätään 7: Δ + 7 
Kerrotaan 2:lla: 2 ( Δ + 7 ) = 2 Δ + 14 
Vähennetään 4: 2 Δ + 14 – 4 = 2 Δ + 10 
Jaetaan 2:lla: ( 2 Δ + 10 ) : 2 = Δ + 5 
Vähennetään alkuperäinen luku: Δ + 5 - Δ = 5. (Hassinen, 2006.) 
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Friedlander ja Hershkowitz (1997) ovat havainneet tutkimuksissaan 
ongelmatilanteiden käsittelyn kasvattavan oppilaiden motivaatiota, mutta 
Muotka (2012) toteaa tutkielmassaan suurimman osan hänen tutkimukseensa 
osallistuneista 8.-9.-luokkalaisista kokevan ongelmanratkaisutehtävät 
epämiellyttävinä. Kuitenkin ongelmanratkaisu on viimeisten vuosien aikana 
muodostunut tärkeäksi osaksi Opetussuunnitelman perusteita (2004) ja sitä on 
pidetty matematiikan opetuksen parannuskeinona (Törnroos, 2004).  
 
3.4. Milloin algebraa tulisi opettaa? 
 
Yhdeksi vaihtoehdoksi algebran opetuksen kehittämiseksi on useampi tutkija ja 
opettaja ehdottanut algebran opiskelujen aikaistamista. Oppilaiden valmiuksia 
aikaisempaan algebralliseen ajatteluun ovat tutkineet esimerkiksi Hihnala 
(2005) ja Muje (2011). 
 
Aiemmin jo todettiin termin algebra esiintyvän Perusopetuksen 
opetussuunnitelman perusteissa (2004) jo ensimmäiseltä luokalta lähtien ja 
varsinaisen algebran opetuksen sijoittuvan yläkoulun puolelle. Tällä pyritään 
mahdollisesti rohkaisemaan opettajia varhaisempaan matemaattisen ajattelun 
opettamiseen. Hihnala (2005) toteaa kuitenkin tutkimuksessaan algebran 
opiskelun rajoittuneen lähinnä yläkoulun kahdelle viimeiselle luokalle, jotta 
aritmetiikan vaikeimpien osa-alueiden käsittely olisi mahdollisimman 
perusteellista. Hän kuitenkin selvitti tutkimuksessaan mahdollisuutta 
aikaisempaan esialgebran opiskeluun. Tutkimuksessa ilmeni oppilaiden 
valmiuksien algebran ymmärtämiseen olevan lähes samaa tasoa kuudennesta 
kahdeksanteen luokkaan (Hihnala, 2005). Muun muassa Kaput (2000) tukee 
ajatusta, että algebrallista ajattelua voitaisiin tuoda mukaan matematiikkaan jo 
aikaisemmassa vaiheessa. Myös Heikkinen (2014) esittää tutkimuksessaan, 
ettei algebran oppiminen olisi täysin riippuvaista oppilaan iästä, vaikka ongelmia 
algebran osaamisessa on selitetty nuorten kykenemättömyydellä algebralliseen 
ajatteluun ja muuttujan käsitteen ymmärtämiseen. Muje (2011) tutki pro gradu -
tutkielmassaan viidesluokkalaisten valmiuksia käsitellä muuttujia, ja erityisesti 
tuettuina oppilaat kykenivät korkeatasoisempaan algebralliseen ajatteluun. 
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Tämä vahvistaa ajatusta oppilaiden kyvyistä jo aikaisempaan algebran 
opiskeluun. 
 
Heikkinen (2014) on pro gradu -työssään todennut, ettei algebran määritelmä 
ole yksiselitteinen, joten ei voida myöskään olettaa, että sen opetukseen olisi 
olemassa yleisesti hyväksyttyä ja täysin yksiselitteistä menetelmää. Opettajien 
tulisi nähdä tämä mahdollisuutena, ei ongelmana. Tämä antaa valtavan 
rikkauden opettajien työlle ja paljon monipuolisia vaihtoehtoja toteuttaa algebran 
opetusta. Yhtä paljon kuin on olemassa erilaisia opettajia opetustyyleineen, on 
olemassa erilaisia oppilaita oppimistyyleineen. Algebran osaamisen sekä 
opetuksen kehitys ei tapahdu itsestään, vaan vaatii jatkuvaa työtä, niin 
opettajien, kuin tutkijoidenkin osalta. Algebraa on kuitenkin mahdollista opettaa 
eri tavoin erilaisille oppijoille, eikä sille ole tarvetta etsiä yhtä ja ainoaa oikeaa 




Tämän tutkimuksen tutkimustehtävänä on kuvata, analysoida ja tulkita virheitä, 
joita yläkouluikäiset oppilaat tekevät ratkaistessaan esialgebran tehtäviä. 
Tutkimuksen tarkoituksena on selvittää tyypillisimpiä virheellisiä ajattelumalleja, 
joita esiintyy algebrallisessa ajattelussa siirryttäessä aritmetiikasta algebraan.  
Tavoitteena oli kartoittaa laskutehtävien ratkaisuissa esiintyviä virhetyyppejä, 
jotta niihin voitaisiin kiinnittää huomiota ja näin parantaa algebran opetusta ja 
oppimista.  
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5. Tutkimuksen toteutus  
 
Tutkimus sai alkunsa opetusharjoittelun aikana, kun vastuullani oli opettaa 
yhdelle yläkoulun ryhmälle kirjainlaskennan alkeet. Keskustelimme ohjaavan 
opettajani kanssa aiheen opetuksen haasteellisuudesta ja heti ensimmäisen 
tunnin aikana algebran alkeiden hankaluus herätti lähtemättömän 
kiinnostukseni. Laadin ryhmälle aiheesta kurssikokeen yhdessä ohjaavan 
opettajani kanssa ja koepäivän jälkeen sain oppilaiden kokeet tarkistettaviksi. 
Virheellisiä ratkaisuja korjatessani pohdin, missä oppilaan 
ajatuskulku/ratkaisumalli lähti väärille urille, ja miten tämän tuloksen voisi 
korjata. Näin syntyi tämän tutkimuksen tutkimustehtävä. 
 
Tutkimus alkoi keväällä 2015, jolloin pyysin tutkimuslupaa käyttää opettamani 
seitsemännen luokan kurssikokeita pro gradu -tutkielmani inspiraation lähteinä. 
Täydentävä tutkimuslupa pyydettiin tutkittavan yhteiskoulun 
kahdeksasluokkalaisten algebran kurssikokeille lukuvuodelle 2015–2016. 
Aineiston keräys suoritettiin marraskuussa 2015 ja tammikuussa 2016 ja 
aineiston analysointi, sekä tutkielman kirjoitus suoritettiin keväällä 2016. 
 
Tutkimukseen osallistui kyseisen yhteiskoulun neljä kahdeksasluokkalaisten 
ryhmää ja aineistona käytettiin oppilaiden algebraosion kurssikokeita. 
Kurssikokeet kerättiin yhteensä 77 oppilaalta. 
 
5.1. Tutkimusasetelma ja -strategia 
 
Koska tutkimustehtävänä on kuvata, analysoida ja tulkita virheitä, joita 
yläkouluikäiset oppilaat tekevät ratkaistessaan esialgebran tehtäviä, ja 
tavoitteena oli löytää virheellisiä ajattelumalleja, niin tehtäviä ratkaistaessa 
tapahtuvia virheitä on luonnollista tutkia laskutehtävien ratkaisutapoja 
kartoittamalla. Tutkimus on tällöin luontevasti lähellä Survey-tutkimuksen 
piirteitä (Hirsjärvi, Remes ja Sajavaara 2009). Tutkimus suoritetaan peruskoulun 
normaalissa kurssikoetilanteessa kerättyjen kurssikokeiden pohjalta. Täten 
kerätty aineisto on kvantitatiivista, mutta aineiston analysointi on tutkimuksen 
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luonteen mukaisesti kvalitatiivista. Tällöin tutkimuksen suuntaus on sen 
tutkimustehtävälle luontevaa kvantitatiivisen ja kvalitatiivisen lähestymisen 
täydentäessä toisiaan (Hirsjärvi ym. 2009). 
 
5.2. Tutkimuksen kulku 
 
Jokaista tutkimukseen osallistuvaa ryhmää opetti eri matematiikan opettaja, 
joilta tiedusteltiin ryhmien kurssiaikatauluja yksilöllisesti. Kahden opettajan 
kanssa sovittiin heidän kurssijärjestyksensä muuttamisesta siten, että tarvittavat 
kurssikokeet saataisiin jo syksyllä tai viimeistään tammikuussa. Ensimmäisen 
ryhmän koe pidettiin marraskuussa 2015 ja muiden ryhmien kokeet olivat 




Tutkimuslupa pyydettiin koulun rehtorilta. Tämän lisäksi ryhmistä selvitettiin ne 
oppilaat, joilla oli henkilökohtainen tutkimuskielto. Näiden oppilaiden kokeita ei 
käytetty aineistona tutkimuksessa.2 
 
5.3. Aineiston koonti 
 
Aineisto koostuu kahdeksasluokkalaisten kurssikokeista. Jokainen opettaja laati 
itse kurssikokeen omalle ryhmälleen. Käyttämällä opettajien itse laatimia 
kokeita varmistettiin, ettei kokeessa kysyttäisi asioita, joita ei ole opetettu. Tämä 
mahdollistaa opittujen asioiden täsmällisen mittaamisen. 
 
Kaksi neljästä ryhmästä käytti oppikirjanaan WSOY:n Matematiikan maailmaa. 
Yksi ryhmistä käytti kurssimateriaalinaan WSOY:n Laskutaito 8:aa ja viimeisellä 
ryhmällä oli käytössään Editan Säde. Kunkin ryhmän opettaja laati omalle 
ryhmälleen kurssikokeen käyttämänsä oppikirjan pohjalta (kts. Liitteet). 
Useamman oppikirjan pohjalta tehdyt erilaiset kurssikokeet mahdollistivat 
                                            
2 Kyseinen koulu pyytää uuden lukuvuoden alkaessa oppilaiden vanhemmilta tutkimuslupaa. 
Jos he kieltäytyvät, on oppilaalla voimassa tutkimuskielto. 
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entistä laajemman ja kattavamman tutkimusaineiston, mikä tukee tutkimuksen 
tavoitetta.  
 
Tutkimusaineiston koonti tapahtui normaalissa kurssikoetilanteessa ja jokaisen 
ryhmän kokeen jälkeen oppilaiden koevastaukset kopioitiin analysointia varten. 
Myös koepaperit, joihin oli tehty merkintöjä, kopioitiin mukaan aineistoon. 
Samoin tehtiin myös kaikille irrallisille vastauspapereille, jotta aineisto olisi 
mahdollisimman kattava ja todenmukainen. Opettajilta pyydettiin myös heidän 
laatimansa koepohjat, jotka numeroitiin ja ovat tutkimuksen liitteinä. 
Kurssikokeet 1 ja 3 ovat tehty Matematiikan maailma -oppikirjalla opiskelleille 
ryhmille. Kurssikoe 2 on tehty oppilaille, jotka opiskelivat Säde 2 -kirjalla. 
Pohjana kurssikokeelle 4 on ollut Laskutaito 8. 
 
5.4. Aineiston analyysi 
 
Tutkimuksen luonteen mukaisesti aineiston analyysissä painottuu kvalitatiivinen 
tarkastelu, vaikka tässä tutkimuksessa kvantitatiivinen tarkastelu on 
edellytyksenä myöhemmälle kvalitatiiviselle. Aineiston sujuvampaa analysointia 
varten jokaiselle kokeelle tehtiin malliratkaisut ennen tarkempaa käsittelyä. 
 
5.4.1. Kvantitatiivinen tarkastelu 
 
Tutkimusaineistoa käsiteltiin ensin, kuten opettaja käsittelisi tarkistaessaan 
oppilaiden kokeita. Tutkimuksen kannalta oleellista ovat tehtävien oikeat ja 
väärät ratkaisut, jotta löydettäisiin virheet, joita väärissä ratkaisuissa esiintyi. 
Täten kokeet tarkistettiin ja virheet merkittiin yksitellen malliratkaisuja apuna 
käyttäen.  
 
5.4.2. Kvalitatiivinen tarkastelu 
 
Aineiston virheellisiä ratkaisuja tarkasteltaessa kaikki virheet ratkaisuista 
analysoitiin ja kirjattiin ylös. Jokaisen ryhmän kokeista kirjattiin mahdolliset 
tulkinnat virheistä ja ne koottiin ryhmäkohtaisesti, koska jokaisella ryhmällä oli 
erilainen koe.  
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Samankaltaiset virheet kaikista kokeista ryhmiteltiin omiin kategorioihinsa, jotka 
esitellään tutkimustulosten yhteydessä. Eri kokeissa esiintyi lähes 
samankaltaisia virheitä muutamia poikkeuksia lukuun ottamatta. Täten neljän 
erilaisen kokeen tuottama laajempi koeaineisto mahdollisti monipuolisemman 
virhekirjon ja virheiden tehtäväkohtainen sidonnaisuus pystyttiin sulkemaan 
pois. Selkeät huolimattomuusvirheet jätettiin pois tarkemmasta tarkastelusta. 
Huolimattomuusvirheiksi katsottiin luvun numeroiden merkitseminen väärin päin 
ja väärien lukujen merkitseminen tehtävään tai vastaukseen. Epäselvät virheet, 
joita ei pystytty varmuudella tulkitsemaan huolimattomuusvirheiksi, sisällytettiin 
tutkimustuloksiin, kuitenkaan kriittistä tarkastelua unohtamatta.  
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6. Tutkimustulokset ja niiden tulkintaa 
 
Kurssikokeissa esiintyi runsaasti erilaisia virheitä, joista osa oli selkeästi 
huolimattomuusvirheitä. Näitä huolimattomuusvirheitä ilmeni kuitenkin melko 
vähän. Samankaltaiset virheet toistuivat kuitenkin eri luokkien kokeissa, 
riippumatta jokaisen ryhmän yksilöllisestä kurssikokeesta. Täten tietynlaisen 
virheen ilmeneminen esialgebran tehtävissä ei välttämättä ole sidoksissa 
oppikirjaan, kurssikokeeseen tai tehtävätyyppiin.  
 
Tutkimustuloksissa erityisesti huomion arvoisia olivat virheelliset ajattelutavat, 
kun kyseessä oli lukujen negatiivisuus, vähennyslaskut tai yleisesti 
miinusmerkin esiintyminen. Usein negatiivisilla luvuilla operoiminen tuotti 
huolimattomuusvirheitä, mutta myös todellisia virhekäsityksiä oli selkeästi 
nähtävissä niiden laskusäännöissä. Myös Näveri (2009) ja Muotka (2012) toivat 
ilmi tutkimustuloksissaan negatiivisilla luvuilla operoimisen hankaluuden ja sen 
yleisyyden. Negatiivisilla luvuilla laskeminen opitaan jo alakoulussa aritmetiikan 
parissa, joten täältä periytyvät virheelliset käsitykset myös algebran pariin. 
Algebra tuo mukanaan uusia haasteita negatiivisten lukujen käsittelemiseen, 
kuten sijoittamisen, muuttujien etumerkit ja sen ettei – x tarkoita välttämättä 
negatiivista lukua (Tall, 2013). Aritmetiikan puolelta perityt virhekäsitykset eivät 
suinkaan häviä siirryttäessä algebraan, vaan saattavat aiheuttaa aikaisempaa 
epäloogisempia virheitä. 
 
Yleensä samankaltaiset virheet toistuivat saman henkilön kokeen eri tehtävissä, 
mikä kertoo johdonmukaisesta ajattelusta ja laskemisesta, vaikkakin 
virheellisestä sellaisesta. Tällöin henkilöllä on vaikeuksia tietynlaisissa 
tehtävissä tai laskuoperaatioiden suorittamisessa. Kuitenkin useampia 
poikkeuksia ilmeni ja epäjohdonmukaisuus tuli esille muutamassa kokeessa, 
joissa samankaltaiset tehtävät oli ratkaistu hyvin erilaisin menetelmin ja lähes 
poikkeuksetta virheellisesti. Samankaltaisissa laskuissa tai vain yhtä laskua 
laskettaessa oli käytetty erilaisia laskusääntöjä riippuen siitä, miten lasku tai 
jokin sen vaihe olisi ”helpointa” laskea. Myös Hihnala (2005) on todennut 
tutkimuksessaan oppilaiden esialgebran tehtävien ratkaisuissa esiintyvän 
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epäjohdonmukaisuutta. Esimerkiksi yhdessä sievennystehtävässä ensimmäisen 
tekijän muuttujan kerroin ja potenssi kerrottiin keskenään muuttujan kertoimeksi 
ja saman tehtävän kolmannen tekijän muuttujan kerroin laskettiin yhteen 
muuttujan potenssin kanssa. Epäjohdonmukaisuutta laskemisessa esiintyi myös 
Hassisen (2006) opetuskokeilussa, kun oppilas oli ensin merkinnyt, että 2y = 
23, kun y = 3, kun taas toisessa tehtävässä oppilas oli merkinnyt 2t = 2 + t. 





6.1.1. (-1) lausekkeen kertoimena 
 
Sulkeiden merkityksestä on myöhemmin oma kappaleensa, mutta 
koetehtävissä nousi selkeästi esille (-1) -kertoimen ongelmallisuus, joten se 
ansaitsee tarkempaa analysointia. Kun sulkeiden sisällä olevan lausekkeen 
kertoimena oli (-1), se jätettiin hyvin usein huomioimatta ja sulkeet avattiin ilman 
lausekkeen tekijöiden kertomista. Useammassa tapauksessa lausekkeen 
ensimmäinen tekijä muistettiin tai osattiin kertoa (-1):llä, jolloin positiivisesta 
luvusta tulee negatiivinen ja toisinpäin, mutta lausekkeen muut tekijät jätettiin 
kertomatta, kuten oppilaan ratkaisussa kuvassa 1. 
 
 
Kuva 1 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 4c kokeessa 1 
 
Koetehtävissä sulkulausekkeiden edessä oli aina pelkkä miinusmerkki, ei termiä 
(-1), koska ykköstä ei tarvitse matemaattisten sääntöjen mukaan merkitä. Tämä 
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saattaa hämätä joitain oppilaita ja siksi kyseinen virhe oli hyvin yleinen. 
Matematiikan kielessä lukua tai numeroa ei aina merkata, mutta se ei tarkoita 
etteikö sellaista siinä olisi. Erityisesti juuri (-1) merkitään usein pelkällä 
miinusmerkillä ja esimerkiksi muuttujan eteen ei tarvitse merkata ykköstä, koska 
1·x = 1x = x. Oppilaille tämän hahmottaminen saattaa olla hankalaa ja virheiden 
yleisyys johtua osittain tästä, jos opetuksessa tätä ei ole painotettu. 
 
6.1.2. Lausekkeen kerroin 
 
Samanlaisia virheitä, kuin (-1) -kertoimella toimiminen, ilmeni myös vakion tai 
muuttujan ollessa lausekkeen kertoimena. Useasti osattiin kertoa 
sulkulausekkeen ensimmäinen termi, mutta muut termit jäivät kertomatta, kuten 
oppilaan ratkaisussa kohdassa b kuvassa 2. Näissä tehtävissä myös Hassisen 
(2006) opetuskokeilussa tuli oppilaille helposti virheitä, ja he saattoivat kertoa 
lausekkeen ensimmäinen termin ja unohtaa muut. 
 
 
Kuva 2 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 5b kokeessa 3 
 
Myös Hihnalan (2005) tutkimustuloksissa oppilaat olivat tehneet tällaisia 
virheitä. Etenkin kun kertoimena oli muuttuja, jota edelsi miinusmerkki tai kun 
kertoimena toimi negatiivinen luku. Kertoimen negatiivisuus jätettiin usein myös 
huomiotta kerrottaessa tekijöitä, jolloin tekijöiden etumerkeistä saatiin 
virheelliset. Tällaiset lausekkeiden kertoimilla operointien virheet saattavat usein 




6.1.3. Väärin sijoitus 
 
Selkeästi osa oppilaista ei ollut ymmärtänyt muuttujan merkitystä. 
Sijoitustehtävissä näkyi, ettei osa oppilaista ollut ymmärtänyt muuttujalle 
annetun arvon tarkoitusta. Muuttujalle annetun arvon sijoittaminen muuttujan 
paikalle tuotti virheellisiä ratkaisuja, kun annettua arvoa ei osattu sijoittaa oikein. 
Toisin sanoen muuttujan käsitettä ja tarkoitusta ei ole täysin opittu. 
 
Osassa ratkaisuissa esiintyi muuttujalle annetun arvon sijoittamista vain 
yksipotenssisen muuttujan paikalle, jolloin muuttujalle annettua arvoa ei 




Kuva 3 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3a kokeessa 4 
 
Aineiston sijoitustehtävissä esiintyi myös virheitä, joissa muuttuja saatiin 
häviämään laskemalla väärin, mutta lopputulos kuitenkin kerrottiin sijoitettavalla 
luvulla, kuten kuvan 4 ratkaisussa.  
 
 
Kuva 4 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 6 kokeessa 1 
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Sijoittamisen tarkoitusta eivät myöskään kaikki olleet ymmärtäneet tehtävissä, 
joissa tulisi sijoittaa jokin luku muuttujan paikalle. Tehtävät oli ratkaistu niin, että 
muuttujan eteen laitettiin sijoitettava luku kertoimeksi ja näin ollen muuttujat 
pysyivät mukana vastauksissa, kuten oppilaan ratkaisuissa a ja b viidennessä 
tehtävässä kuvassa 5. Samanlaisen vaikeuden sijoittamisessa on tuonut esille 
myös Hassinen (2006), jonka mukaan oppilaat saattoivat säilyttää kirjaimet 
tehtävässä vielä sijoituksen jälkeen. 
 
 
Kuva 5 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 5 kokeessa 1 
 
Tehtävissä testattiin myös oppilaiden lausekkeiden operointitaitoja ja usein 
sieventäminen helpottaa lausekkeen lopullista käsittelyä. Oppilaan ratkaisussa 
kuvassa 6 ei suoritettu tehtävän ensimmäistä ohjetta, eikä siinä osattu 
myöskään sijoittaa annettua arvoa oikein. 
   
 
Kuva 6 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3a kokeessa 4 
 
Myös sijoitustehtävissä ongelmia ilmeni useammin, kun laskun oleellisissa 
kohdissa oli negatiivisuutta mukana esimerkiksi silloin, kun sijoitettavana oli 
negatiivinen luku tai muuttujan edessä oli miinusmerkki. Näissä kohdissa usein 
unohdettiin sulkujen merkitys erityisesti, kun muuttuja oli vähintään toiseen 
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potenssiin korotettu, kuten ilmeni erään oppilaan ratkaisussa tehtävän 6 
kohtaan b kuvassa 7. 
 
 




Laskujärjestysvirheitä esiintyi paljon ja monipuolisesti. Tämä ei ole uusi ilmiö, 
sillä myös Taipale (2010) havaitsi laskujärjestysvirheiden yleisyyden. Nämä 
eivät suoranaisesti ole algebrallisen ajattelun kannalta oleellisimpia, mutta ne 
tuodaan tässä tutkimuksessa esille niiden tärkeyden vuoksi myös algebrassa. 
Suurin osa laskujärjestysvirheistä periytyy aritmetiikan puolelta, mutta ne 
korostuvat algebrassa entistä selvemmin. 
 
6.1.4.1 Yhteenlasku ensin -ajattelu 
 
Laskuvirheitä esiintyi paljon muuttujien mukana ollessa, mutta niitä ilmeni 
erityisen huomattava määrä pelkillä luvuilla laskettaessa. Kokeissa tyypillisin 
laskuvirhe oli negatiivisen luvun ja sitä seuraavan positiivisen luvun yhteen 
laskeminen sivuuttaen ensimmäisen luvun negatiivisuus, kuten kuvissa 8, 9 ja 








Kuva 9 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 4a kokeessa 1 
 
 
Kuva 10 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 5a kokeessa 1 
 
Tällaiset virheet periytyvät selkeästi aritmetiikan oppien puolelta ja tämä laittaa 
pohtimaan, josko virheitä ilmenee usein pelkillä luvuilla laskettaessa vai vasta 
algebran tuomien muuttujien yhteydessä.  
  
6.1.4.2 Potenssien laskusäännöt 
 
Potenssin laskusäännöissä ilmeni useita virheellisiä käsityksiä. Virheellisiä 
laskutapoja esiintyi muun muassa kahden samakantaisen luvun potenssien 
laskemisessa (kuva 11), potenssin potenssin laskemisessa (kuva 12) ja 
esimerkiksi potenssien virheellisissä siirtämisissä kertoimiksi lukujen eteen tai 
toisinpäin. Myös Hihnalan (2005) tutkimuksessa oppilaat saattoivat laskea 5·a3 
= 5a³, jolloin potenssien laskusääntöjen osaamisessa on puutteita. Hassinen 
(2006) taas toi opetuskokeilussaan positiivisemman tuloksen esille, kun oppilaat 
eivät olleet kertaakaan sekoittaneet kahden saman muuttujan yhteenlaskua 
niiden tuloon. Potenssien laskusäännöissä ilmeni ongelmia, kun kantalukuna oli 
muuttuja, ja esimerkiksi samakantaisen luvun yhteenlaskussa toimittiin, kuten 
niiden tulossa toimittaisiin. 
 
 




Kuva 12 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 5c kokeessa 2 
 
Aineistossa ilmeni virheajattelua muuttujan kertoimen ja potenssin käsitteissä. 
Esiintyi virheitä, joissa ajateltiin 2𝑥 tarkoittavan samaa, kuin 𝑥2 ja virheitä, joissa 
muuttujan ja luvun tulossa kertoimena oleva luku siirtyi laskusääntövirheestä 
johtuen muuttujan potenssiksi. Samankaltaisia potenssin käsitteeseen liittyviä 
virhetulkintoja esiintyi myös Hihnalan (2005) tutkimuksessa. Kurssikokeissa oli 
myös virheitä, joissa sulkulausekkeen kertoimella oli kerrottu kaikki tekijät 
muuten oikein, mutta kerroin ajateltiin myös muuttujan potenssiksi, kuten 
oppilaan ratkaisussa kuvassa 13. 
 
 
Kuva 13 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 5a kokeessa 4 
 
Yhdessä kokeessa tehtävänä oli laskea polynomin –x² –3x –5 arvo, kun x = –4. 
Lähes puolessa kokeista ilmeni laskujärjestysvirhe sijoitettaessa –4 x:n paikalle, 
jolloin ensimmäisen termin tulisi olla muotoa –(–4)². Yleinen virhe tässä 
kohdassa oli laskea ensimmäisenä –1 ja –4 tulo, vaikka ensimmäisenä tulisi 
laskea –4 potenssiin kaksi. 
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6.1.5. Termien uudelleenjärjestäminen 
 
Erimuotoisia monomeja sisältävissä laskuissa osaa oppilaista auttaa termien 
siirtely, jolloin samanmuotoiset monomit laitetaan peräkkäin ja laskeminen 
selkeytyy. Siirtelyssä tosin tulee olla huolellinen, jotta lasku ei muutu. Osassa 
kurssikokeissa esiintyi huolimattomuutta, mutta myös virhekäsityksiä. 
Uudelleenjärjestämällä erimuotoisten monomien paikkoja ei huomioitu niiden 
etumerkkejä, jolloin laskun termit muuttuvat positiivisiksi tai negatiivisiksi ja 
lasku muuttuu olennaisesti. Ratkaisuissa siirrettiin tekijöiden paikkoja ilman 
niiden etumerkkejä, jolloin etumerkit pysyivät paikoillaan, kun tekijät vaihtoivat 
paikkoja. Kuvissa 14 ja 15 ratkaisuissa esiintyneitä virheitä.  
 
 
Kuva 14 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3d kokeessa 1 
 
 
Kuva 15 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 4a kokeessa 1 
 
6.1.6. Muuttujien tulo 
 
Muuttujien tulon laskusäännöt tuottivat osalle oppilaista vaikeuksia. Muuttujien 
tuloa muun muassa käsiteltiin samoin, kuin muuttujien yhteenlaskua. 
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Aineistossa ilmeni myös muuttujien tulon ja yhteenlaskun risteymiä, jolloin 
tehtävässä oli osittain kerrottu ja osittain lisätty, kuten kuvassa 16.  
 
 
Kuva 16 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3e kokeessa 1 
 
Toisaalta myös muuttujien yhteenlaskussa oli käytetty tulon laskusääntöjä. 
Tyypillisin virhe oli samojen muuttujien tulossa, jossa kertominen unohtui täysin 
ja kahden saman muuttujan tuloa ei suoritettu lainkaan. Tämä korostui 
erityisesti, kun muuttujilla oli kertoimet edessään, jolloin kertoimet kerrottiin 
keskenään, mutta muuttujia ei kerrottu. Kuva 17. 
 
 
Kuva 17 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 1e kokeessa 3 
 
Muuttujien tulo sekoitettiin myös erimuotoisten monomien 
yhteenlaskusääntöihin, jolloin vastauksena oli esimerkiksi, ettei voida laskea tai 
ei sievene, kuten kuvissa 18 ja 19. 
 
 




Kuva 19 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 1f kokeessa 3 
 
6.1.7. Negatiivisten termien tulo 
 
Jo aritmetiikan puolella on opittu, että kahden negatiivisen luvun tulo on jokin 
positiivinen luku. Osa virheistä saattoi johtua täysin huolimattomuudesta, mutta 
virheen yleisyys laittoi pohtimaan sen osaamattomuuden todellisia syitä. 
Virheitä esiintyi miinusmerkein varusteltujen muuttujien tuloissa ja myös 
negatiivisten lukujen tuloissa, kuvassa 20 erään oppilaan ratkaisu. 
 
 
Kuva 20 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 7a kokeessa 3 
 
Monet negatiivisten termien tulon virheistä esiintyivät (-1) kertoimella 
varustettujen lausekkeiden yhteydessä. Katso luku 6.1.1.  
  
6.1.8. Erimuotoisten monomien yhteenlasku 
 
Algebran opinnoissa mahdollisesti yhtenä ensimmäisenä asiana opetetaan ja 
opitaan niin sanottu omenoita ja päärynöitä ei voi laskea yhteen -ajattelu. Tämä 
tarkoittaa, ettei kirjainta ja lukua tule yhdistää yhteenlaskussa, kuten eräs 
oppilas on tehnyt kuvassa 21. Kuitenkin huolestuttavan paljon esiintyi virheitä, 
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joissa luku ja muuttuja laskettiin yhteen. Samankaltaisia tutkimustuloksia on pro 
gradu -tutkimuksessaan saanut myös Muotka (2012). 
 
 
Kuva 21 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 4a kokeessa 3 
 
Erityisesti sulkeiden sisällä olevat termit helposti yhdistettiin, kuten alla olevassa 
ratkaisussa (kuva 22). Esimerkiksi (y+2) = 2y tyyppinen virhe oli hyvin yleinen. 
Samankaltaisia virheitä esiintyi oppilaiden ratkaisuissa myös Hihnalan (2005) 
tutkimuksessa. Yhdessä tehtävässä (kuva 23) eräs oppilas oli antanut 




Kuva 22 Erään oppilaan ratkaisu jokeritehtävään kokeessa 3 
 
 
Kuva 23 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 6c kokeessa 4 
 
Vähennyslaskuissa esiintyi myös virheitä, joissa muuttujan ja luvun erotukseksi 
saatiin jokin luku tai pelkkä muuttuja. Vähennyslaskutehtävissä, joita ei tulisi 
voida sieventää, suoritettiin kuitenkin jonkinlainen vähennystoimenpide, kuten 
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oppilaan ratkaisussa kuvassa 24. Esimerkiksi, jos muuttujan kertoimena oli 
sama luku, kuin termin jälkeen tuleva vähennettävä termi, saatettiin 
vastaukseksi antaa nolla. 
 
 
Kuva 24 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 1f kokeessa 1 
 
Myös muuttujien yhteen laskemisessa ilmeni virheellisiä välivaiheita ja 
ratkaisuja. Yksipotenssiset muuttujat saatettiin laskea yhteen toiseen potenssiin 




Osalle oppilaista lasku selkeytyy, kun monimutkaisemmat tekijät avataan 
yksinkertaisemmiksi. Kuten termien uudelleenjärjestelyssä, niin myös tässä 
termien hajottamisessa tulisi olla hyvin tarkka virheiden suhteen. Erityisesti 
negatiivisuuden kanssa ajauduttiin ongelmiin ja virheellisiin hajotuksiin, kuten 
oppilaiden ratkaisuissa kuvissa 25 ja 26. Myös sulkeiden merkitys korostui 
tällaisissa ratkaisuissa, koska niiden huolimaton käyttö johti virheellisiin 
merkintöihin ja täten vääriin vastauksiin. 
 
 




Kuva 26 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3e kokeessa 1 
 
6.1.10. Sulkujen merkitys 
 
Sulkujen merkitys korostui useammassa tehtävässä. Kahden lausekkeen 
yhteenlasku ei tuottanut ongelmia, kun sulkeiden merkitys ei ollut 
laskujärjestyksen kannalta oleellinen. Kahden lausekkeen erotuksessa sen 
sijaan sulkeet ovat hyvin oleellinen osa oikeinlaskua ja näissä ilmeni useammin 
virheellisiä ratkaisuja, kuten kuvassa 27 oppilaan ratkaisussa kohdassa b.  
 
 
Kuva 27 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 4b kokeessa 4 
 
Lausekkeen muodostamisessa ilmenneet ongelmat sulkeiden käytössä, johtivat 
myös virheellisiin ratkaisuihin, kuten yhden oppilaan ratkaisussa kuvassa 28. 




Kuva 28 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 4a kokeessa 3 
 
Myös potensseja ja sijoittamista sisältävissä tehtävissä usein kompastuttiin 
sulkeiden puuttumisen vuoksi, koska tällöin laskujärjestys muuttui oleellisesti 
erityisesti silloin, kun mukana oli miinusmerkillä varustettuja muuttujia tai 
negatiivisia lukuja. Kuvassa 29 oppilaan virheellinen ratkaisu, jossa sulkuja ei 
osattu laittaa. Miinusmerkin ongelmallisuuden potenssien yhteydessä on 
havainnut myös Tall (2013) tutkimuksessaan, jonka mukaan vain murto-osa 
oppilaista oli ratkaissut tehtävät: –3² ja (–3)² oikein. Näissä tehtävissä 
sulkumerkeillä on oleellinen ero vastaukseen. Kyseiset tehtävät eivät vaadi 
algebrallista osaamista, vaan virhe periytyy aritmetiikan puolelta ja saattaa 
siirtyä algebraan.   
 
 
Kuva 29 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3a kokeessa 4 
 
Useammassa tehtävässä esiintyi huolimattomuutta sulkeiden käytössä, mutta 
aina se ei johtanut väärään ratkaisuun. Vaikka lasku oli merkitty virheellisesti, 
se saatettiin laskea oikein. Toisin sanoen sulkeita ei merkitty oikein, jolloin 
laskujärjestys muuttuisi, mutta niiden ajateltiin olevan oikeissa paikoissa ja 
laskujärjestys pysyi alkuperäisen laskun mukaisena. Tällaiset merkintävirheet 
saattavat kuitenkin pidemmissä laskuissa tuoda todennäköisemmin virheellisiä 





Aineistosta kertyi myös useita muunlaisia tarkastelun arvoisia virheitä, jotka 
eivät suoranaisesti sopineet ylläolevien kategorioiden alle. 
 
Sulkujen puuttuminen oli yleisin merkintävirhe, mutta muutama muunlainenkin 
matemaattisesti väärin kirjattu ratkaisu aineistosta tuli esille. Muun muassa 
negatiivisen potenssin hajotuksessa oli oppilailla ongelmia, kuten kuvassa 30 
on esitetty.  
 
 
Kuva 30 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 4f kokeessa 2 
 
Merkintävirheitä esiintyi myös laskun ratkaisun kirjaamisessa. Lasku saattoi olla 
oikein laskettu, mutta ratkaisussa saatettiin edetä ”on yhtä suuri kuin -ketjussa”, 
joka on merkinnällisesti virheellinen tapa. Kuitenkin suurimassa osassa 
ketjumaisia ratkaisuja tapahtui virhe, jolloin tuloksesta tuli virheellinen, kuten 
oppilaan ratkaisussa kuvassa 31. Näitä yhtäsuuruusmerkin virheellisiä käyttöjä 




Kuva 31 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3d kokeessa 3 
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Muutamissa tehtävissä esiintyi lukujen häviämistä, joille ei löytynyt varmoja 
selityksiä siitä, miten oppilas oli ratkaisuunsa päätynyt. Tällainen ratkaisu löytyy 
kuvasta 32 tehtävän c kohdasta. Myös muita epäselviä ratkaisuja esiintyi, kuten 
erään oppilaan ratkaisussa, jossa on käytetty ilmeisesti kahden lausekkeen 
välisen tulon laskusääntöjä yhteen- ja vähennyslaskun keinoin. Kuva 33. 
 
 
Kuva 32 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3c kokeessa 4 
 
 
Kuva 33 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 4a ja 4b kokeessa 4 
 
Yhdessä sievennystehtävässä kolmen muuttujan sisältävän tekijän tulossa 
ratkaisu oli saatu kertomalla ensimmäinen ja toinen tekijä keskenään ja 
lisäämällä tähän tuloon toisen ja kolmannen tekijän tulo. Tällainen ratkaisu on 
esillä kuvassa 34. 
 
 
Kuva 34 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 2c kokeessa 3 
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Yhden oppilaan kokeessa kaikissa tehtävissä, joissa sulkulausekkeen edessä 
oli yhteenlaskettava tekijä, tämä oli otettu kertoimeksi lausekkeelle. Kuvassa 35 
on oppilaan ratkaisu, jossa 6x on otettu lausekkeen kertoimeksi. 
Samankaltainen virhe löytyi myös toisesta kokeesta, jossa sulkuja edeltävä 
vähennettävä luku katsottiin sulkulausekkeen kertoimeksi. 
 
 
Kuva 35 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 3a kokeessa 3 
 
Kokeessa 4 ensimmäisenä tehtävänä oli monomin käsitteen ymmärtäminen ja 
noin puolella oppilaista oli jollain tavalla virheellinen ratkaisu, kuten eräällä 
oppilaalla kuvassa 36. Oppilaille ei ollut täysin selvää monomin käsite, vaikka 
heidän käyttämässään oppikirjassa (Laskutaito 8) monomi tuodaan hyvin 
voimakkaasti esille algebraosiossa ja monomin käsitteeseen liittyviä tehtäviä oli 
noin aukeaman verran.  
 
 
Kuva 36 Erään oppilaan ratkaisu tehtävään 1a kokeessa 4 
 
Kahdella ryhmällä oli kokeissaan samankaltainen tehtävä (esimerkki 10), kuin 
Hassisen (2006) toteuttamassa IDEAA-mallissa. Katso luku 3.3. Hassinen 
(2006) on ehdottanut kyseistä esimerkkitehtävää mallissaan kirjainlaskennan 
aloitustehtäväksi, mutta kaksi tähän tutkimukseen osallistuvan ryhmän 
opettajaa oli sijoittanut tällaisen tehtävätyypin vasta kokeidensa loppuun. Toisen 
ryhmän kokeessa 1 se oli viimeisenä tehtävänä ennen bonustehtävää ja toisen 
ryhmän kurssikokeessa 3 tehtävätyyppi oli jokeritehtävänä. Kyseisiin tehtäviin 
oli useasti jätetty vastaamatta, oli vain osittain laskettu tai vastaus oli 
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virheellinen. Tehtävätyypin vaikeusasteesta on siis ristiriitaisia näkemyksiä, 
vaikka kaikki tehtävätyypin laatijat ovat peruskoulun opettajia. Kuitenkin 
tehtäviin vastaamattomuus ja virheellisten vastausten määrä tässä 
tutkimuksessa kertoo väistämättä sen haasteellisuudesta. 
 
 
Kuva 37 Tehtävä 7a kokeessa 1 
 
 





Tämän tutkimuksen tarkoituksena oli selvittää, millaisia virheellisiä 
ajattelumalleja yläkouluikäisillä oppilailla esiintyy algebrallisessa ajattelussa 
aritmetiikasta algebraan siirryttäessä. Tavoitteena oli kartoittaa esialgebran 
laskutehtävien ratkaisuissa esiintyviä virhetyyppejä, joita aineiston analyysissä 
ilmeni runsaasti. Samankaltaiset virheet toistuivat riippumatta opetuksesta, 
oppikirjasta, kurssikokeesta tai tehtävätyypistä. 
 
Epäjohdonmukaista laskurutiinia esiintyi vain muuttujilla laskettaessa. 
Laskusääntöjä sekoitettiin toisiinsa jonkin verran potenssien yhteydessä ja 
muuttujilla laskettaessa. Selkein algebrallinen virhe oli muuttujan merkityksen 
ymmärtämisessä, joka tuli esiin selkeimmin sijoitustehtävissä. Matemaattisesti 
virheelliset merkinnät olivat yleisiä erityisesti sulkujen huolimattomassa 
käytössä. 
 
Algebraan liittymättömiä virheellisiä laskusääntöjä ja käsityksiä oli aineistossa 
nähtävissä todella paljon. Peruslaskusääntöjen osaamattomuus oli hyvin yleistä 
ja miinusmerkin esiintyminen tehtävässä vaikeutti lähes poikkeuksetta tehtävän 
ratkaisua. Selkeästi yleisin virhe aineistossa oli osaamattomuus, kun laskussa 
esiintyi miinusmerkki riippumatta aritmeettisesta tai algebrallisesta operoinnista. 






Tämän tutkimuksen tekijä ja tutkija on itse luonut kokemuksiensa ja 
kiinnostuksenkohteidensa pohjalta tutkimusasetelman, määrittänyt 
tutkimustehtävän, kerännyt aineiston ja toiminut tulosten analysoijana. Tutkimus 
sai alkunsa riittämättömyyden tunteesta suhteessa yläkouluikäisten oppilaiden 
matemaattisten ongelmakohtien yleisyyteen ja täten valtavasta halusta kehittää 
opetusta ja tukijan omaa ammattitaitoa. Näin ollen tutkimuksessa on 
subjektiivisuuden mahdollisuus, josta tutkija on ollut tietoinen. Tutkielman 
kirjoittaja on kuitenkin pyrkinyt objektiivisuuteen koko prosessin läpi. 
 
Tutkimuksen luotettavuutta lisää yksityiskohtainen ja tarkka selostus 
tutkimuksen toteuttamisesta. Työssä on perusteltu ja kuvattu tarkasti 
tutkimusasetelma sekä aineiston koonti ja analyysi, jolloin lukijalle muodostuu 
selkeä kuva tutkimuksen toteuttamisesta ja luotettavuudesta. 
 
Kun tutkimustehtävän tarkoitus oli kuvata, analysoida ja tulkita virheitä, joita 
yläkouluikäiset oppilaat tekevät ratkaistessaan esialgebran tehtäviä, ja 
tavoitteena oli löytää virheellisiä ajattelumalleja, oli matematiikassa tehtäviä 
ratkaistaessa tapahtuvia virheitä luonnollista tutkia laskutehtävien ratkaisutapoja 
kartoittamalla.  
 
Yleistettävämpiä tutkimustuloksia saadaan mahdollisimman suurella 
tutkimusaineistolla ja tässä tutkimuksessa on käytetty melko laajaa aineistoa. 
Aineisto on koottu erilaisten opettajien opetettavina olleilta oppilailta, jolloin otos 
on mahdollisimman monipuolista, eikä aineistossa näy vain yhden opettajan 
työn jälki. Monipuolisuutta tutkimusaineistossa lisää useamman oppikirjan 
pohjalta tehdyt erilaiset kurssikokeet, jotka mahdollistivat entistä laajemman ja 
kattavamman aineiston. Aineiston rikkautta kasvattavat entisestään kunkin 
opettajan itse laatimat kurssikokeet omalle ryhmälleen. Tällä myös varmistettiin, 
ettei kokeessa kysytä asioita, joita ei ole opetettu ryhmälle, mikä mahdollisti 
opittujen asioiden täsmällisen mittaamisen. 
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Aineiston keruu oppilailta tapahtui normaalissa kurssikoetilanteessa heidän 
oman opettajansa läsnä ollessa. Tutkimuksen aineistonkoonti tapahtui siten 
oppilaiden näkökulmasta mahdollisimman tutussa tilanteessa. Koska aineistona 
toimivat oppilaiden kurssikokeet, olivat aihealueen asiasisällöt oppilailla 
tuoreessa muistissa. Koetulokset vaikuttivat oppilaiden kurssiarvosanoihin, 
jolloin koevastaukset ovat yleisesti sanoen motivoituneiden laskijoiden tuotosta. 
Tyhjiä koepapereita ei esiintynyt ja vain muutamia tyhjiä vastauksia ilmeni 
vaikeimmissa tehtävissä. Täten voidaan todeta oppilaiden yrittäneen tosissaan 
ratkaista tehtävät. Jotta aineisto olisi mahdollisimman todenmukainen, 
tutkimuksessa huomioitiin kaikki materiaali, joihin oli tehty merkintöjä. 
 
Aineistoa käsiteltiin määrällisesti kartoittamalla ratkaisuissa esiintyvät virheet, 
jonka jälkeen se analysoitiin laadullisesti mahdollisimman objektiivisesti. 
Aineiston analysointia varten jokaiselle kokeelle tehtiin malliratkaisut, jotta voitiin 
välttyä mahdollisilta tutkijan huolimattomuusvirheiltä ja näin parantaa 
tutkimuksen luotettavuutta. 
 
Tutkimukseen osallistui alaikäisiä oppilaita, joiden huoltajilta heidän koulunsa oli 
lukuvuoden alussa pyytänyt tutkimusluvat. Tutkimusluvan antaminen on täysin 
valinnaista, joten tutkimukseen osallistuminen oli vapaaehtoista. Oppilailta 
kerättyä aineistoa käsiteltiin luottamuksellisesti.  
 
Tutkimukseen osallistuneiden ryhmien oppilaitoksen nimeä ei tutkimuksessa ole 
esitetty. Aineiston analysoinnissa materiaaleista poistettiin tunnisteet, jolloin 
tutkimukseen osallistuneiden oppilaiden anonymiteetti säilyi. Myös opettajien 
laatimista kokeista poistettiin tunnisteet anonymiteetin takaamiseksi.  
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8. Tulosten pohdintaa ja johtopäätöksiä 
 
Valmistuvalle opettajalle, jolla ei ole takanaan juurikaan pidempää 
opetuskokemusta, tämän tutkimuksen tekeminen oli maailmaa avartavaa. 
Tulevaisuus tuo tullessaan varmasti monia opetushaasteita, mutta ainakin yhtä 
suurta ja tärkeää opetushaastetta eli algebran aloittamista on nyt pohdittu ja 
tarkasteltu ajatuksen kanssa. Ehkä monia opetuskokemusvuosia omaavalle 
henkilölle tämän tutkimuksen löydökset eivät olleet yllättäviä, mutta varmasti 
aloittelevalle opettajalle saattaa tulla yllätyksenä esimerkiksi oppilaiden 
aritmeettisten taitojen heikko osaaminen ja erityisesti niiden korostuminen 
algebran maailmaan siirryttäessä. 
 
Tutkimuksen aineisto koostui oppilaiden kurssikokeista, joita voisi aina olla 
enemmän kattavamman aineiston saamiseksi. Oppilaita haastattelemalla 
tehtävien ratkaisemisen yhteydessä tai sen jälkeen, olisi voitu saada selkeämpi 
kuva heidän suorittamistaan prosesseista. Näin esimerkiksi epäselviksi jääneet 
tehtävien ratkaisut olisivat saaneet selityksen. Suuremmalla kvantitatiivisella 
panostuksella tutkimusaineistosta olisi voinut saada selkeämmän kuvan 
jokaisen virhetyypin yleisyydestä ja suhteesta toisen virhetyypin esiintymiseen. 
 
Pääpaino kurssikokeissa oli selkeästi kirjaimilla suoritettavien laskutoimitusten 
osaamisen kartoituksessa. Oppilaat suorittivat näissä kokeissa suurimmaksi 
osaksi mekaanista laskurutiinia. Mukana oli myös muutama piireihin liittyvä 
tehtävä, joissa oppilaan oli itse johdettava lauseke ja laskettava se. Oivaltamista 
painottavia tehtäviä olivat kurssikokeissa yleensä juuri viimeiset tehtävät. 
Algebran perustaitojen hallintaa on kuitenkin hyvä kartoittaa, koska niiden 
osaamisella saattaa olla hyvin vahva merkitys syvennyttäessä algebran 
sisältöihin. 
 
Kirjaimilla osattiin melko hyvin laskea peruslaskutoimituksia, vaikka välillä 
tulossa esimerkiksi potenssit unohtuivat. Jonkin verran tuli esille 
epäjohdonmukaista laskemista kirjaimilla, joissa laskusääntöä ikään kuin 
vaihdettiin riippuen tilanteesta. Tällöin lasku suoritettiin oppilaan näkökulmasta 
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helpoimman kautta, kuten jos pienemmästä luvusta tuli vähentää suurempi, niin 
vähennys suoritettiin toisinpäin. Selkein algebrallinen virhe oli muuttujan 
käsitteessä. Kirjaimilla operoitaessa negatiiviset kertoimet tuottivat eniten 
virheellisiä ratkaisuja. Ongelmakohta oli usein sijoittamisessa, jossa muuttujalle 
annettua arvoa ei osattu sijoittaa muuttujan paikalle. Näin ollen kirjaimet 
esiintyivät myös vastauksessa, mikä merkitsee puutosta muuttujan käsitteen 
ymmärryksessä. Muuttujan ja sen tarkoituksen selvittäminen oppilaille onkin 
yksi opettajan haasteellisimmista tehtävistä. Hassinen (2006) ja Näveri (2009) 
kehottavat tutustumaan muuttujaan juuri sen tarpeen ja käytön näkökulmasta. 
 
Matemaattisten merkintöjen virheellisyys oli huomattavaa ja suurin osa näistä 
koski sulkujen käytön unohtamista. Sulkujen merkitys on saattanut jäädä 
useammalle oppilaalle vajaaksi, koska niitä ei osattu käyttää lausekkeiden, eikä 
aina sijoittamisen yhteydessä. Sulkumerkkien puute johti monissa tehtävissä 
virheelliseen tulokseen. Sulkeiden tarkempi käyttö niin sijoituksissa, kuin 
lausekkeiden yhteydessä ei vaadi suurta matemaattista muutosta, mutta 
saattaa vähentää useamman virheen ilmenemistä. Opetuksessa tähän on 
suhteellisen helppo totuttaa oppilaat vaatimalla huolellisuutta.  
 
Miinusmerkin aiheuttamat ongelmat jo peruslaskusäännöissä ja kokonaisluvuilla 
operoimisessa olivat aineistossa laajoja ja yleisiä. Oppilailla esiintyi suuria 
ongelmia jo alakoulussa opittujen asioiden yhteydessä. Myös Hihnalan (2005) 
tutkimustulokset viittasivat laskutekniikan ja algebran osaamisen väliseen 
yhteyteen. Olisi hyödyllistä tutkia juuri miinusmerkin käytön ongelmia ja niiden 
syitä. Aineiston analyysissä esiin tulleita toistuvia virhetyyppejä ei voida pitää 
riippuvaisina tietyn opettajan opetuksesta, oppikirjasta, kokeesta tai tehtävästä, 
koska kaikki nämä tekijät vaihtelivat ryhmien välillä. Ongelmat esialgebran 
tehtävissä olivat täten yhteisiä ja seurausta jostain muusta. 
 
Tämän tutkimuksen tulokset saattavat herättää kysymyksiä pikemminkin 
aritmetiikan opetuksesta ja sen laadusta, kuin algebran vaikeudesta. Tulokset 
laittavat pohtimaan perimmäisiä syitä algebran heikkoon osaamiseen. 
Algebraan siirryttäessä peruslaskutoimitusten käyttö tulisi olla rutiininomaista, 
jotta itse algebran opetukseen voitaisiin keskittyä tehokkaammin. Tämän 
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tutkimuksen tulokset eivät kuitenkaan puhu aritmeettisten taitojen hyvän 
osaamisen puolesta, vaan pikemminkin niiden negatiivisesta vaikutuksesta 
algebran osaamiseen. Perusteiden tulisi olla kunnossa ja vankkoja, jotta niiden 
päälle kyetään rakentamaan uutta. Hataran aritmeettisen osaamisen päälle on 
suorastaan mahdotonta rakentaa vankkaa algebran osaamista ja myös Näveri 
(2009) on todennut aritmetiikan merkityksen olevan valtava algebran 
oppimisessa. Matematiikka on kuitenkin uuden tiedon sitomista jo opittujen 
taitojen yhteyteen. 
 
Suomessa alakoulussa opettajina toimivat usein luokanopettajat ja vasta 
yläkoulussa aineenopettajat. Tällöin suurin osa aritmetiikan sisältöjen 
opetuksesta on luokanopettajien vastuulla. Luokanopettajien koulutukseen 
Helsingin yliopistossa sisältyy vain 7 opintopistettä matematiikan didaktiikkaa 
(Käyttäytymistieteellisen tiedekunnan koulutusten tutkintovaatimukset, 2012-
2015) ja Jyväskylän yliopistossa koulutukseen sisältyy vain 5 opintopistettä 
matematiikan didaktiikkaa (Kasvatustieteiden tiedekunnan koulutusten 
tutkintovaatimukset, 2005). Mielenkiintoista olisi tutkia, voisiko algebran 
oppimistuloksia parantaa aritmetiikan opetuksen laatua parantamalla, jolloin 
luokanopettajien koulutuksen kehittämiseen kiinnitettäisiin huomiota. Heikkinen 
(2014) ehdotti opetusmenetelmien tarkempaa tarkastelua ennen algebran 
opetusta, ja tämän voisi viedä vieläkin pidemmälle paneutumalla 
kokonaisvaltaisemmin opetukseen tai opettajien koulutukseen.  
 
Vaihtoehtoisesti matematiikan aineenopettajista voisi olla hyötyä jo alakoulussa 
matematiikan opetuksessa. Aineenopettajilla saattaa olla laajempi näkemys 
matematiikan maailmasta kuin luokanopettajilla, joten virheellisiltä käsityksiltä 
voitaisiin mahdollisesti välttyä useammin esimerkiksi vastausorientoituneessa 
aritmetiikassa. Kuten Näveri (2009) on todennut, on työläämpää ja vaikeampaa 
opettaa oppilaita pois väärin muodostuneiden mallien käytöstä. Voisi olla 
oppilaiden kannalta tehokkaampaa jos näitä virheellisiä malleja ei koskaan 
pääsisi syntymään. Olisikin mielenkiintoista verrata matematiikan 
aineenopettajan opetuksen vaikutuksia alakoululaisten matematiikan 
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Nimi: _______________________   Luokka: ________ Pisteet: _______ / 42 
 
Nähnyt: _____________________  Arvosana: ________ 
 
1. Poimi laatikosta  
 a) samanmuotoiset monomit 
 b) monomit, joiden aste on nolla 
 c) monomit, joiden kerroin on negatiivinen 
 d) trinomit. 
 x2 + 4x – 5 4 4x6 + x3 – 2x x x3 
 –10 x3 + 7 3x3 3x2 –12x5 
        /6 
2. Sievennä. 
 a) 7x + 7x =  
 b) 7x2 – 7x2 =  
 c) –7x3 – 7x3 =  
 d) x5 + x5 =  
 e) x7  x7 = 
 f) 7x  (–7x7) =  
        /6 
3. Sievennä ja laske polynomin arvo, kun x = –3. 
 a) 11x2 – 8 – 9x2 + x + 8 – x2 =  
 b) x(x + 4) – 6x = 
 c) 7x2 – 5x – (x2 – 5x + 14) = 
         /6 
4. Muodosta ja sievennä binomien x – 2 ja 3x + 4 
 a) summa 
 b) erotus 
 60 
 c) tulo. 
        /6 
 
5. Oheisella säännöllisellä kuusikulmiolla, suorakulmiolla ja tasakylkisellä 
















          /6 
6. a) Piirrä kuviojonon kaksi seuraavaa kuviota. 




5. kuvio 6. kuvio 
2x + 1 
3x – 1 9x – 2 
 61 
 b) Taulukoi kuvioiden sisältämien tikkujen lukumäärät. 







 c) Kuinka monta tikkua n. kuvio sisältää? 
 d) Kuinka monennessa kuviossa on 137 tikkua? 
      /6 
7. Minkä kahden trinomin summa on 4x3 + 5x2 – 7x + 10 ja erotus 4x3 – 7x2 + 
7x? 
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